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3η δεκάδα θεµάτων επανάληψης 
 

21. 

i) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν κάθε τριγώνου δίνεται από τον τύπο  

Ε = τρ , όπου τ η ηµιπερίµετρος του τριγώνου και ρ η ακτίνα του εγγεγραµµένου 

κύκλου  

ii)  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις σωστές (Σ) ή λανθασµένες (Λ)  

α) Το εµβαδόν κάθε τριγώνου δίνεται από τον τύπο Ε = 
1

2
αβσυν ɵΓ  

β) Αν δύο τρίγωνα έχουν ίσα ύψη τότε ο λόγος των εµβαδών τους είναι ίσος µε τον 

λόγο των αντιστοίχων βάσεων  

γ) Για την διάµεσο µα ισχύει  µα = 
2 2 22β + 2γ α

4

−
 

δ) Το εµβαδόν ενός τραπεζίου µε βάσεις Β , β και ύψος υ δίνεται από τον τύπο 

Ε =
(Β + β)υ

2
 

iii)  Στον παρακάτω πίνακα να κάνετε τις σωστές αντιστοιχίσεις  

Στήλη Α Στήλη Β  

α. Εµβαδόν κύκλου ακτίνας R 
1.     

2 ο

ο

πR µ

180
 

β. Εµβαδόν κυκλικού τοµέα µο 

και ακτίνας R 

2.      2πR 

γ. Μήκος κύκλου ακτίνας R 3.      πR2 

 
4.    

2 ο

ο

πR µ

360
 

 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Επειδή οι πλευρές του τριγώνου εφάπτονται 

του εγγεγραµµένου κύκλου στα  

Κ , Λ , Ρ  οι ακτίνες στα σηµεία επαφής  

είναι κάθετες στις πλευρές οπότε έχουµε  

 

 



 

 

2 

(ΑΒΓ) = (ΑΟΒ) + (ΒΟΓ) + (ΑΟΓ) = 

          =
1

2
ΑΒ·ΟΚ + 

1

2
ΒΓ · ΟΡ 

1

2
ΑΓ·ΟΛ =  

           =
1

2
γ·ρ + 

1

2
α · ρ 

1

2
β·ρ = 

1

2
( α + β + γ) ρ = τρ 

ii) 

α→ Λ ,        β → Σ ,        γ→ Λ,     δ → Σ 

iii)   

α → 3 ,       β → 4,            γ→2 
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22. 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΓ = 2 3  , ΒΓ = 1 και ɵΓ = 30ο  

i) Να αποδείξετε  ότι  ΑΒ = 7  και να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο  

ii)  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου  

iii)  Να υπολογίσετε την διάµεσο µγ και την προβολή αυτής στην πλευρά ΑΒ  

 Προτεινόµενη λύση 

i)  

Από τον νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ  

έχουµε  

ΑΒ
2 = ΑΓ

2 + ΒΓ
2 −2ΑΓ·ΒΓσυν ɵΓ  = 

       = 12 + 1−  4 3 ·
3

2
 = 7  άρα ΑΒ = 7  .  

Τώρα αφού  

ΑΓ
 2 = ( )2

2 3 =12  και  ΑΒ
2 + ΒΓ

2 = 7 + 1= 8  είναι   

ΑΓ
 2 > ΑΒ

2 + ΒΓ
2   οπότε θα είναι �Β >90ο συνεπώς το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο  

ii)   

(ΑΒΓ) = 
1

2
ΑΓ· ΓΒ ηµ ɵΓ= 

1

2
·2 3 ·

1

2
 = 

3

2
 τετραγωνικές µονάδες   

iii)  

2
γµ = 

2 2 22α  + 2β γ

4

−
= 

2 24 7

4

+ −
=

19

4
 άρα  µγ = 

19

2
 

Αν Μ∆ είναι η προβολή της διαµέσου ΓΜ στην ΑΒ τότε από το δεύτερο θεώρηµα 

διαµέσων έχουµε  

ΑΓ
2−ΒΓ

2 = 2ΑΒ· ∆Μ ⇔  

     12−1 = 2 7 ∆Μ    ⇔  ∆Μ = 
11 7

14
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23. 

∆ίνεται κύκλος ( Ο , R)  και σηµείο Α ώστε ΟΑ = R 13 . Από το Α φέρνουµε 

τέµνουσα Α∆Ε του κύκλου έτσι ώστε Α∆ = 2∆Ε  .  

i)  Να υπολογίσετε συναρτήσει του R  

α) Την δύναµη του Α ως προς τον κύκλο  

β) Την χορδή ∆Ε  

ii)  Να βρείτε τον λόγο των εµβαδών  
( )

( )

ΟΑ∆
ΟΕ∆

 

iii)  Να υπολογίσετε το συν �A  

Προτεινόµενη λύση 

i) 

α)  Η δύναµη του σηµείου Α ως προς τον κύκλο  (Ο, R)  

είναι ίση µε  ( , R)
Α
Ο∆ = ΟΑ

2−R2 = 13R2−R2 = 12R2  

β) Γνωρίζουµε ότι  

Α∆ · ΑΕ = ΟΑ
2−R2  οπότε  

Α∆ ( Α∆ + ∆Ε) = 12R2  ⇔  

        2∆Ε(3∆Ε) = 12 R2 ⇔ ∆Ε = R 2  

ii)   

Επειδή στα τρίγωνα ΑΟ∆ και ΕΟ∆ έχουµε �1∆ + �1∆ = 180ο ισχύει  

( )

( )

ΟΑ∆
ΟΕ∆

=
∆Ο⋅∆Α
∆Ο⋅∆Ε

= 
∆Α
∆Ε

=
2∆Ε
∆Ε

= 2 

iii)   

Από τον νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΟΕ έχουµε ότι  

ΕΟ
2 = ΑΕ

2 + ΑΟ
2 – 2ΑΕ·ΑΟ συν �A                ⇔  

R2 = 18R2 + 13R2 – 2 ·3R 2 · R 13 συν �A   ⇔  συν �A = 
5 26

26
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24. 

∆ίνεται κύκλος (Ο, R) και µία διάµετρος του ΑΓ  . Η µεσοκάθετος της ακτίνας ΟΑ 

τέµνει τον κύκλο στα Β και ∆  

i) Να αποδείξετε ότι Β∆ = R 3  

ii)  Να υπολογίσετε συναρτήσει του R το εµβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆  

iii)  Να υπολογίσετε συναρτήσει του R το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος µε χορδή 

την ΒΓ το οποίο περιέχεται µέσα στην γωνία Β �∆Γ  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Επειδή η Β∆ είναι µεσοκάθετος  

στη ακτίνα ΟΑ ,από το ορθογώνιο  

τρίγωνο ΒΚΟ έχουµε   

ΒΚ
2 = ΒΟ

2−ΟΚ
2 = 

         = R2 −
2

R

2
 
 
 

= R2 −
2R

4
=

23R

4
 άρα ΒΚ = 

R 3

2
 

Επειδή δε και ΟΑ µεσοκάθετος της Β∆ θα είναι  

Β∆ = 2ΒΚ = R 3  

ii)   

Αφού οι διαγώνιες του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ είναι κάθετες το εµβαδό αυτού είναι ίσο 

µε 

(ΑΒΓ∆) =
ΑΓ Β∆

2

⋅
=

2R R 3

2

⋅
= R2 3  τετραγωνικές µονάδες   

iii)   

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΟΚ είναι ΟΚ = 
ΟΑ

2
=
ΟΒ

2
 άρα  

�
1Β =30ο οπότε �1Ο = 60ο και συνεπώς ɵφ =120ο  

Το εµβαδόν Ε  του γραµµοσκιασµένου κυκλικού τµήµατος προκύπτει αν από το 

εµβαδό του κυκλικού τοµέα  (Ο �ΒΓ ) αφαιρέσουµε το εµβαδόν του τριγώνου ΟΒΓ 

οπότε   

Ε = 
( )ΟΒΓ

Ε
����

− ΒΟΓΕ
△

= 
2 o

o

πR 120

360
−

1

2
R2

ηµ120ο = (
2πR

3
−

2R 3

4
) τετραγωνικές 

µονάδες   
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25. 

i) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν ενός τριγώνου είναι ίσο µε το ηµιγινόµενο µιας του 

πλευράς επί το αντίστοιχο ύψος  

ii)  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις σωστές (Σ) ή λανθασµένες (Λ)  

α) Το εµβαδόν ενός ρόµβου είναι ίσο µε το γινόµενο µια του πλευράς επί το 

αντίστοιχο σε αυτή ύψος  

β) Αν µία γωνία ενός τριγώνου είναι ίση µε µία γωνία ενός άλλου τριγώνου τότε ο 

λόγος των εµβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος µε το τετράγωνο του λόγου 

οµοιότητας των δύο τριγώνων  

γ) Η γωνία ενός κανονικού ν-γώνου είναι  

φν = 180ο
o360

ν
−  

δ) Το εµβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς α είναι ίσο µε 2α  

iii)   Στον παρακάτω πίνακα να κάνετε τις σωστές αντιστοιχίσεις  

Στήλη Α:  

Κανονικό πολύγωνο  

Στήλη Β  

Πλευρά λν 

α. Κανονικό εξάγωνο 1.    R 2  

β. Ισόπλευρο τρίγωνο 
2.   

R 2

2
 

Γ. Τετράγωνο  3.   R 3  

 
4. 

R 3

2
 

 5 .   R 

 

Προτεινόµενη λύση 

i)   

Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ  . Από το Γ φέρνω 

παράλληλη στην ΑΒ και από το Α παράλληλη 

στην ΒΓ  όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα  

οι οποίες τέµνονται στο ∆  . Τότε  

Το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο και αν  

ΑΚ ⊥ΒΓ το εµβαδό αυτού είναι ίσο µε : 

(ΑΒΓ∆) = ΒΓ · ΑΚ  (1)  
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Επειδή όµως  △ΑΒΓ = △Α∆Γ  θα είναι και (ΑΒΓ) = (Α∆Γ) οπότε η (1) γίνεται  

2(ΑΒΓ) = ΒΓ · ΑΚ  ⇔  

(ΑΒΓ) = 
1

2
 ΒΓ · ΑΚ   δηλαδή   (ΑΒΓ) = 

1

2
 α · υα  

ii)   

α→ Σ ,  β →Λ ,  γ → Σ ,   δ →Λ  

iii) 

 α → 5 ,         β → 3 ,        γ→1 
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26. 

∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ πλευράς ίσης µε 4 cm . 

 Με διαµέτρους Α∆ και ΒΓ γράφουµε κύκλους 

 που εφάπτονται στο Μ , όπως φαίνεται και  

στο διπλανό σχήµα  

Να υπολογίσετε  

i) Το εµβαδόν του τριγώνου ΜΚΒ , όπου Κ το  

µέσο της ΒΓ  

ii)  Την περίµετρο και το εµβαδόν του µικτογράµµου τριγώνου ΑΜΒ  

( γκρίζα περιοχή)  

Προτεινόµενη λύση 

i) 

 Επειδή οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Μ η διάκεντρος ΛΚ διέρχεται από το Μ   

Αφού ΑΛ = // ΒΚ  και �Α  = 90ο το ΑΒΚΛ είναι ορθογώνιο οπότε ΜΚ ⊥ΒΚ 

Εποµένως  

(ΜΒΚ) = 
1

2
ΚΜ ·ΚΒ = 

1

2
2·2 = 2 cm2 . 

ii) 

 Η περίµετρος Ρ του µικτογράµµου τριγώνου ΑΜΒ είναι ίση µε  

Ρ = ΑΒ + 
AM�����
ℓ + 

MΒ�����
ℓ  

Όµως  ΑΒ = ΛΚ = 4 και  

AM�����
ℓ =

ο

ο

πRµ

180
=

ο

ο

π 2 90

180

⋅ ⋅
= π = 

MΒ�����
ℓ  άρα  

Ρ = (4 + 2π ) cm  

Το εµβαδόν του µικτογράµµου τριγώνου ΑΜΒ ( γκρίζα περιοχή) είναι ίσο µε το 

εµβαδό του ορθογωνίου ΑΒΚΛ µείον το εµβαδό των δύο ίσων κυκλικών τοµέων  

Κ	ΜΒ  και Λ	ΑΜ  άρα  

Ε ζητούµενο = (ΑΒΚΛ) −2( Κ	ΜΒ ) =  

                =ΑΒ · ΚΛ−2
2 ο

ο

πR µ

360
 = 4·2−2

o

ο

π 4 90

360

⋅ ⋅
= (8−2π) cm2  
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27. 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α , β , γ  ισχύει  3β2 + 2γ2 = 2α2   

Να αποδείξετε ότι : 

i) Για την διάµεσο µα ισχύει 
2
αµ =

2 2α β

4

−
 

ii)  �Α > 90ο  

iii)  Η προβολή Μ∆ της διαµέσου Β∆ στην πλευρά β είναι ίση µε  Μ∆ = 
3β

4
 

Προτεινόµενη λύση 

i) 

 Γνωρίζουµε ότι 2
αµ =

2 2 22β  + 2γ α

4

−
 και λόγω της υπόθεσης  

2
αµ =

2 2 2 22β  + 2α 3β α

4

− −
=

2 2α β

4

−
 

ii)   

Αφού  3β2 + 2γ2 = 2α2  θα είναι  

 α2 = 
3

2
β

2  + γ2  > β2 + γ2  δηλαδή  

 α2 > β2 + γ2  οπότε �Α > 90ο  

iii)   

Από το δεύτερο θεώρηµα των διαµέσων και επειδή α > γ έχουµε  

α
2−γ

2 = 2βΜ∆ όµως από την υπόθεση έχουµε  α2 = 
3

2
β

2  + γ2 

άρα  

3

2
β

2  + γ2 −γ
2 = 2β Μ∆  ⇔Μ∆ = 

3β

4
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28. 

Τετράγωνο ΑΒΓ∆ πλευράς α είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο, R)  . 

Έστω Ε ένα σηµείο της Α∆ , τέτοιο ώστε Α∆ = ΑΕ 3  και Ζ το σηµείο τοµής της 

προέκτασης της ΒΕ µε τον κύκλο  

i) Να εκφράσετε το ευθύγραµµο τµήµα ΒΕ ως συνάρτηση της πλευράς α του 

τετραγώνου  

ii)  Να αποδείξετε ότι  ΕΖ = 
3 3

6

−
α 

iii)  Να βρείτε ως συνάρτηση του α το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος που 

περιέχεται στην κυρτή γωνία  ∆ �ΟΖ 

Προτεινόµενη λύση 
i)  

Α∆ = ΑΕ 3  ⇔ α = ΑΕ 3 ⇔ ΑΕ = 
α 3

3
 οπότε  

από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο ορθογώνιο 

 τρίγωνο ΑΒΕ έχουµε  

ΒΕ
2 = ΑΒ

2 + ΑΕ
2 = α2 + 

2

α 3

3

 
  
 

=
24α

3
  

άρα ΒΕ = 
2α 3

3
 

ii)   

Από το θεώρηµα των τεµνόµενων χορδών έχουµε  

ΑΕ · Ε∆ = ΒΕ· ΕΖ ⇔  

α 3

3
· (α−

α 3

3
)= 

2α 3

3
·ΕΖ  ⇔  ΕΖ = 

3 3

6

−
α  

iii)  

Παρατηρούµε ότι στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ έχουµε  

ΑΕ = 
α 3

3
 και ΒΕ = 

2α 3

3
 άρα  ΑΕ = 

2

ΒΕ
 οπότε �1Β =30ο  συνεπώς  

�ΑΖ = 60ο οπότε αφού �Α∆ = 90ο θα είναι �Ζ∆ = 30ο  

Το εµβαδόν Ε του ζητούµενου κυκλικού τµήµατος προκύπτει αν από το εµβαδό του 

κυκλικού τοµέα Ο�Ζ∆  αφαιρέσουµε το εµβαδόν του τριγώνου ΟΖ∆ οπότε  

Ε = 
2 ο

ο

πR µ

360
−

1

2
R2 ηµ30ο = 

2 ο

ο

πR 30

360
−

1

4
R2 =

2πR

12
−

1

4
R2 

Όµως α = R 2  εποµένως R = 
α

2
 οπότε  Ε = (

2πα

24
−

2α

8
) τετραγωνικές µονάδες   
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29. 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου οι κάθετες πλευρές έχουν µήκη ΑΒ = R 

και ΑΓ = R 3  .Γράφουµε τους κύκλους (Β,  R) και ( Γ,  R 3 )  

Να υπολογίσετε : 

i) Την πλευρά ΒΓ συναρτήσει του R και να εξηγήσετε γιατί οι κύκλοι τέµνονται  

ii)  Τις γωνίες �Β  και ɵΓ  του τριγώνου ΑΒΓ 

iii)  Αν ∆ είναι το δεύτερο κοινό σηµείο των κύκλων να υπολογίσετε το εµβαδόν του 

τετραπλεύρου ΑΒ∆Γ συναρτήσει του R  

iν) Το εµβαδό του κοινού µέρους των δύο κύκλων συναρτήσει του R  

Προτεινόµενη λύση 

i) Από το πυθαγόρειο στο ΑΒΓ έχουµε  

ΒΓ
2 = ΑΒ

2 + ΑΓ
2 = 

        = R2 + 3R2 = 4R2 άρα ΒΓ = 2R 

Επίσης για την διαφορά ρ2 – ρ1και το  

άθροισµα ρ2 + ρ1των δύο ακτίνων έχουµε ότι  

ρ2 – ρ1= R 3 −  R και ρ2 + ρ1= R 3 + R 

Επειδή η διάκεντρος ΒΓ = 2R προφανώς ικανοποιεί την σχέση  

R 3 −  R < 2R < R 3  +  R  δηλαδή ρ2 – ρ1< ΒΓ < ρ2 + ρ1  οι κύκλοι τέµνονται  

ii) 

 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε ΑΒ = R και ΒΓ = 2R δηλαδή  

ΑΒ = 
2

ΒΓ
 συνεπώς η γωνία ɵΓ  του τριγώνου είναι 30ο οπότε η �Β θα είναι 60ο  

iii)   

Στο τρίγωνο ΑΒ∆ είναι Α �Β∆ = 120ο εποµένως η χορδή Α∆ του κύκλου ( Β , R) θα 

είναι ίση µε την πλευρά του ισοπλεύρου τριγώνου που είναι εγγεγραµµένο σε αυτόν 

άρα Α∆ = λ3 = R 3   

Επειδή οι διαγώνιες του ΑΒ∆Γ είναι κάθετες το εµβαδόν Ε αυτού είναι ίσο µε  

Ε = 
2

Α∆ ⋅ΒΓ
=

R 3 2R

2

⋅
=R2 3  τετραγωνικές µονάδες   

iν)  

Το κοινό µέρος των δύο κύκλων είναι ο µηνίσκος  ΑΘ∆ΗΑ ο οποίος έχει εµβαδόν 

ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των δύο κυκλικών τµηµάτων  ΑΘ∆Α και ΑΗ∆Α  
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Το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος ΑΘ∆Α προκύπτει αν από το εµβαδό του 

κυκλικού τοµέα Γ	ΑΘ∆  αφαιρέσουµε το εµβαδόν του τριγώνου ΑΓ∆ οπότε  

Ε ΑΘ∆Α = 
ΓΑΘ∆

Ε
�������

− ΑΓ∆Ε
△

=  

            = 
2 o

o

π(R 3) 60

360
−

1

2
(R 3 )2

ηµ60ο  = (
2πR

2
−

23R 3

4
) τετραγωνικές µονάδες  

Οµοίως  

Ε ΑΗ∆Α = 
ΒΑΗ∆

Ε
�������

− ΑΒ∆Ε
△

=  

            = 
2 o

o

πR 120

360
−

1

2
R2

ηµ120ο  = (
2πR

3
−

2R 3

4
) τετραγωνικές µονάδες  

Εποµένως  

Ε ζητούµενο = 
2πR

2
−

23R 3

4
 + 

2πR

3
−

2R 3

4
= 

                 =
25πR

6
− 2R 3  τετραγωνικές µονάδες 
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30ο
∆

Γ

Β
Α

O

30. 

∆ίνεται κανονικό πολύγωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας R . Αν η γωνία του 

πολυγώνου είναι φν = 150ο  , να βρείτε  

i) Τον αριθµό των πλευρών του πολυγώνου  

ii)  Την κεντρική γωνία του πολυγώνου  

iii)  Το εµβαδόν του πολυγώνου συναρτήσει του R  

iν) Το εµβαδόν της περιοχής που περικλείεται µεταξύ του κύκλου και του πολυγώνου 

συναρτήσει του R  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Αν ν είναι το πλήθος των πλευρών του πολυγώνου τότε από τον τύπο  

φν = 180ο −
o360

ν
 έχουµε  

150ο = 180ο −
o360

ν
 ⇔ ν = 12 

ii)   

Η κεντρική γωνία ων είναι ίση µε ων = 
o360

ν
=

o360

12
=30ο  

iii) 

Φέρνοντας τις ακτίνες του δωδεκαγώνου  

αυτό χωρίζεται σε 12 ίσα µεταξύ τους τρίγωνα   

εποµένως το εµβαδόν του δωδεκάγωνου   

είναι ίσο µε :  

Ε 12 = 12 Ε ΟΑΒ = 12 ·
1

2
R2 ηµ30ο = 

                                                      = 3R2  τετραγωνικές µονάδες 

iν)  

Το εµβαδόν της περιοχής που περικλείεται από τον κύκλο και το πολύγωνο είναι ίσο 

µε  

Ε ζητούµενο = ( ,R )ΟΕ −Ε12 = πR2 – 3R2 τετραγωνικές µονάδες 

 

 

 


